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In [3] werden allgemeine Bedingungen dafiir angegeben, daB fiir ein
Funktionensystem aus L?(a, b) (1 < p < o) bzw. Cla, b] ein Satz vom
Jackson-Typ existiert. Dabei besteht das Hauptproblem bei der Herleitung
solcher Sdtze in der Berechnung des Approximationsgrades gewisser
Funktionsklassen.

Speziell fiir die in [2] betrachteten Funktionensysteme sollen nun explizite
quantitative Approximierbarkeitsaussagen gemacht werden. Untersuchungen
dieser Art haben Dimsdale [1], v. Golitschek [5, 6, 7, 8] sowie Ganelius und
Westlund [4] fiir den Raum C[0, 1] angestellt. Letztere kniipfen an eine
interessante Arbeit von Newman [10] an, in der ein Satz vom Miintz-Jackson-
Typ fiir %0, 1) bewiesen wird. Ganelius und Westlund [4] machen jedoch
keine Aussagen dariiber, ob die von ihnen hergeleiteten Abschitzungen
bestmoglich sind.

In dieser Arbeit filhren wir die Newmanschen Uberlegungen fiir den Raum
L*0, 1) fort. Es ist uns dabei nicht gelungen, derartige Approximierbarkeits-
aussagen in voller Allgemeinheit herzuleiten. Aus diesem Grunde beschrianken
wir uns auf Spezialfille: Als erstes verwenden wir Exponentenfolgen {A}y
mit 1 <A —A_, <2 (@ =1,273.) und erhalten so insbesondere einen
Jackson-Satz fiir L*0, 1). Ferner betrachten wir Exponentenfolgen, an die
wir dhnliche Bedingungen wie Newman [10] stellen; schlieBlich beweisen wir
noch fiir beschrinkte Exponentenfolgen einen Satz vom Miintz-Jackson-Typ.

1. D1 SATZE VON MUNTZ

Sei {A;}5 eine Folge von reellen Zahlen; hierbei ist zugelassen, dafBl eine
Zahl unendlich oft in der Folge vorkommt. Gehoren zu dem endlichen
Abschnitt Ay, A, ,..., A, genau m verschiedene Zahlen ,,..., 7, mit den
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Vielfachheiten »,,...,»,, so verstehen wir unter U, die Menge aller
Funktionen der Form

m vp—1

> Y culloge)t e

k=1 1=0

und unter U die Vereinigung aller U, .
Mittels der Transformation x = log(1/¢), kann man aus [2], Satz 3.1 bzw.
[2], Satz 3.2 die folgenden Sitze ableiten.

Satz 1. Sei X der komplexe Raum L?(0,1) (1 < p < o) oder C’'[0, 1]
und {A\}g eine Folge von reellen Zahlen mit A, + (1/p) > 0 bzw. A, > 0
(k =0,1,2,..). Dann ist U genau dann dicht in X, wenn

o M+ (Up)
2T A

bzw.

§1+/\k

ist.

Satz 2. Sei X der komplexe Raum L¥(a,b) (1 < p < ) oder Cla, b]
(0 < a < b) und {A\)}g eine Folge von reellen Zahlen. Dann ist U genau dann
dicht in X, wenn

1
0 l)\kl
0

s

=
2
s

gilt oder unendlich oft A, = 0 ist.

Fiir den Fall p = 2 und spezielle Typen von Exponentenfolgen {A,}s wird
im folgenden die qualitative Approximierbarkeitsaussage von Satz 1 zu einer
quantitativen verschdrft.

2. BERECHNUNG DES APPROXIMATIONSGRADES

Wir verwenden im folgenden die Bezeichnungen aus [3]. J bezeichne
diejenige lineare Abbildung von L*QO, 1) in L¥(0, 1), welche g € L*(0, 1) die
durch

Jg)(x) := f: g(t)dt  fir xelo,1]
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definierte Funktion Jg zuordnet. Fiir / > O gilt dann

i = ["ET ) n)

Ist U ein abgeschlossener Unterraum von L*0, 1) mit A,,..., b e U
(h(x) = x), so ist fiir ge U+ und 0 << < k wegen (1)

(J*g)(0) = (J**g)(1) = 0. @

Da fiir den Approximationsgrad von F2 beziiglich U

: dt
8 H:z , U) = fOf(t) g(t) 3
L 0)=sup s (20— ®
und fiir fe F?, g e U* wegen (2)
1 1
[, 1080y dt = =1yt [ pemragyeyde @)
gilt, ergibt sich aus (3) und (4)
HiLrssaTzZ 3.
JHig|]
SR, U) = ki 1.9
Fe. U) = S0, Tzl

Fiir die weiteren Uberlegungen machen wir nun die generelle Voraus-
setzung, daB A = {A;, A;,..., A} (k < n) eine endliche Folge von reellen
Zahlen ist mit A, =« (¢ = 0, 1,.., k) und A, > —3 («k = k + 1,..., n).

Gehéren zu A genau m verschiedene Zahlen 7, ,..., 7, mit den Vielfach-
heiten v, ,..., v, , s0 bezeichnet U, die Menge der Funktionen

m v;—1
Y ¥ ciu(log x) x
i=1 j=0

In diesem Spezialfall kann man iiber den Approximationsgrad mehr aussagen.

SATZ 4. Esist

o | Gk + 1 + ix)2 Hy a(x) dx
S(Fh, U = s [% | , 5
Fe, Uap = e = TGP dx ©
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wobei P die Paley-Wiener-Klasse der rechten Halbebene bedeutet und

_ I &+ Qe — k — 3)°)
Hed) = T e o, T & 1 DY

ist.
Bemerkung. Fiir k = 0 findet man dieses Resultat bei Newman [10].

Beweis. Fiir g € Uy ist nach [11], Satz V die durch
1
F(z) = J- t712g(t) dt fir zeC, Rez >0
0
definierte Funktion F aus P mit (evtl. mehrfachen) Nullstellen in A, + 3

(x =0, 1,..., n), und es gilt nach dem Parsevalschen Satz

o= | IR ax = g8 ©

Unter Beachtung von (2) liefert partielle Integration

& 1
F@) = (—f [] ¢ — k= ) [ #+420(80g)(0) .
x=0 0
Daraus ergibt sich mit nochmaliger Anwendung des Parsevalschen Satzes auf

Fz+k+ 1)

SRR § Iy auy

die Beziehung

1 e | F(k 4+ 1 + ix)[2

— k+1 112
E . 1—1’];;0 (x2 + (K _ k . %)2) dx - H J g||2 . (7)

Die mittels des Blaschke-Produktes

B(z) = "

=0

o= [ ol
S

definierte Funktion
_F@@»
G(z) = 30)

gehort zu P. Wegen
| B(ix)|? = 1
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folgt aus (6)
1 .
7| 1 6P dx =gl ®)
und wegen
. _" x2+(AK—k———%)2
IB(k—I-l+1x)lz—lﬂ)(xz+(AK+k+%)2)

aus (7)

_21? J.—co | Gk + 1 + ix)|2 Hy, 4(x) dx = || J*+1g 2. ©)

Mit (8), (9), und Hilfssatz 3 ergibt sich dann (5).
Fiir Funktionen G € P ist

fw Gk + 1 + i dx < fw | GEx)[? dx;

deshalb folgt aus Satz 4
KOROLLAR 3.
8(F% , Un)? < sup Hy, 4(x).
xeR
Bemerkung. Mittels Korollar 5 kann der Approximationsgrad nach oben
abgeschitzt werden; Abschédtzungen nach unten sind nach Satz 4 mittels dem
Spezialfall angepalBiter G € P moglich.

3. VERALLGEMEINERUNG DER NEWMANSCHEN APPROXIMIERBARKEITSAUSSAGEN

Wir bestimmen eine obere Schranke fiir

_ H:?=Ic+1 (x2 4+ (A — k — %)2)
Bed®) = 0 et 0 12+ 9

= 1 ﬁ(x2+()\x~k—%)2)
Il &2+ Qe =k + 89 S W+ Qe + 6+ Y

Bezeichnet I, , die Menge

{Klk+l<K<71AIAK—k_%I>I)\K—k—l+k+%l}3
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so erhalten wir wegen

1 1
<
Pt N o ) P MR a1
und
A —k — P2
wp E O kb VO Sk e K
2 2
zeR X + (Ax-—k—l + k + %) l, sonst
die Abschdtzung
1 A—k — % \?
H, < = L .
W o) ST TR S Swwen=ay
Aus Korollar 5 ergibt sich somit Folgerung 6.
FOLGERUNG 6. Es ist
S(IFI%, UA) < 'flk,A
mit
_— 1 | A=kt
S | NP RE S YR S Wy e

Wir untersuchen nun zwei Spezialfille.
Fall 1. Esgeltel <A, — A <2 (k=k+ 1,..., n). Dann enthilt I, ,
nur solche « > k + 1, fiir die
AK_k_%:AK—k—l—l_k_l_%

ist. Wegen A, 2 x fiir « > 0 ergibt sich somit nach Folgerung 6

1 . 1 :
o _ |
Ted =T ¥ kT8 ST, +c+ 1)

Wir schitzen nun 8(F%, U,) nach unten ab. Dazu bendtigen wir folgende
Formel aus [9].

HiLrssaTz 7.

= xt _ Bl(x/0), A — («/o)]
J;) (cxa + d)/\ dx = ek legi—xjo

(x>0, A> (k) >0, cd>0).
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Fir n > 2k + 1 gilt

Moo 2 + A — k — 3
I, 2+ (A + &k + 3))

Hy, A(x) =

ok (2 4+ A — k — B?)
T2 nor O+ A+ &k + 3P

n 2 —— 1)
<M EE e )
Wegen
A—k—=3 2 Ayt k+3
und

A<k+2c—k) (x=k)

kann H, , wie folgt durch

x2k+2

Hy a(x) > G2+ (21 + 2y

nach unten abgeschitzt werden. Fiir die Funktion

1

G(Z)=Z+n+1

aus P gilt

fw | Glix)l? dx = —

» PR (10$)

Aus

1 - 1
E Lt k+t28” 4 @2n+ 2P

|Gk + 1 + ix)2 =

folgt die Abschitzung

x2k+2

| G(k + 1 + ix)|? Hy,a(x) = GE+ (n + 2)2)2k+3>

und hieraus mit Hilfssatz 7

J7 160+ 1+ i i x> ZEELAED
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Mit Satz 4 ergibt sich aus (10) und (11) die Ungleichung

Bk + 4,k +3) 1

2 2
&(Fs, Ua? 2 2o (2n + 2)+2 -

Folglich gibt es eine Konstante ¢; > 0, so daB firn > k&

2 Cr
8(Fy, Uy = ICESE
ist.
Wir fassen die vorangehenden Ergebnisse noch einmal zusammen und
erhalten aus [3], Satz 7 mit

1

h=n+k+l

folgendes Resultat.

Sarz 8. Sei 1 <A, —A; <2 (k =k -+ 1,..,n). Dann gibt es eine
Konstante ¢, > 0, so dafs

% 2 1
Gt o <R U ST T

ist. Ferner gilt fiir alle f € L2(0, 1) die Abschitzung

2 " 1
3. U S g @ V™ w5 1)

x=1

Bemerkung. Satz 8 enthdlt insbesondere eine zum klassischen Jackson-
Satz analoge Aussage fiir L*(0, 1).

Fall 2. Es gelte A, —A_; =22 (k =k + 1,..,n). Fiir «k =2k + 1 ist
dann A, — A, = 2k + 2; folglich enthélt I, , die Zahlen 2k + 1,..., n.
Aus Folgerung 6 ergibt sich dann wegen

. 1
Mt = I, s e Tk + D
A —k— 3 ki A, —k— 1%
x I o7 1) AL ey
K2k

o hmk—d | f ek}
e el ey L e )
<2k
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die beiderseitige Abschitzung

1 oAk 3y " A —k—1}
Kk 2 < < e TR ™G :
zik(AK+k+%)x=2k+l(AK+k+%) s K=2k+1()\x+k+%)
(12)
falls £ > 1 ist, gilt ferner
s _ no Ak 3y Ak
= < Ao+ k+ 3 )
i | Ry +2)K=l;c[+1(/\x—k+%)()\x+k+g)

Bemerkung 1. Falls das Dichtheitskriterium aus Satz 1 erfiillt ist,
konvergieren

ﬁk,/l s ﬁk—l,A bZW. T’YILA“
Ne-1,4

fiir n — oo gegen 0.

Bemerkung 2. Nehmen wir an, daB fiir die Exponenten A, — A, =d >0
fiir « > k gilt, so ergibt sich mit Satz 8 im Falle | <<d < 2

1

2
S(I]:ka U/l) < 1—-[';::0 (n + 1 + K)

= O(n-'+D)

und mit (12) im Falle d > 2

e =R —}
F Un < 11 (T

) = O(n-20+D/a),

Bemerkenswert ist daran, dall die GréBenordnung des Approximationsgrades
davon unbeeinflufit bleibt, ob man fiir « > k jede natiirliche Zahl oder nur
jede zweite natiirliche Zahl als Exponenten verwendet. Nimmt man jedoch
nur jede dritte natiirliche Zahl, so hat das Funktionensystem schlechtere
Approximationseigenschaften.

Wir zeigen nun, daB auch im Falle 2 die Abschdtzung des Approximations-
grades groBenordnungsmaBig bestmdglich ist. Fiir

_ 1 s Ok gy
Hed®) = e T e i T ML o TR i)

«=0

gilt wegen
1A — k-3 <A +Ek+ 3 fir «>2k+1

Ak} 1
Hy A(x) = n (/\K Ry %) (2 + @k + 2

k=k+1
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Mit
G(z)———l—
Tzt k41
folgt
® (2 . T,
f_w!G(tx)| dx = T

aufgrund der Ungleichung

(Gl + 1+ 9P Hou) > [] (it !
k,A = i AK + k + % (xz + (2k _+_ 2)2)k+2

ergibt sich ferner mit Hilfssatz 7

[7166 4+ 1+ i Hy a0 de > 22K 4D H (e k—dy

= 2k F P8 Act+k+ 3
Folglich gilt
2 I BEETD [ | Mok i
S(H:k, UA) > (2k + 2)k+1 '\/ K_l;!:{-l K—-—————-—

d.h. die im Falle 2 gewonnenen Abschitzungen sind scharf.
Zusammenfassend ergibt sich aus [3], Satz 7 mit

h — f]k.A

h= bzw. —
0.4 Ne—1,4

der folgende.

SATZ 9. Es sei A,— Ay =2 (k= k+ 1,..,n). Dann gibt es eine
Konstante ¢, > 0 mit

ira < 8(FR, Us) < Tia
Ferner gilt fiir alle fe LX0, 1) im Falle k = 0
(S, Un) < 20y, 7jo,)
bzw. im Falle k > 1

8(f, Un) < 2434, sz( w0 _Tea )

Tr-1.4

Bemerkung. Fir k = 0 beinhaltet Satz 9 den Miintz-Jackson-Satz
von Newman [10].
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4. EIN MUNTZ-JACKSON-SATZ FUR BESCHRANKTE EXPONENTENFOLGEN

Fiir beschrinkte Exponentenfolgen kann man den Approximationsgrad
wie folgt nach oben abschitzen.

HiLrssaTz 10. Es sei A, < A (v = 0, 1,..., n). Bezeichnet S, 4 die Partial-

summe
n

Y A+ D),
k=k+1
dann gibt es eine Konstante ¢, = ¢,(A) > 0 mit

Cr

S(F%,UA)<§(—,H_—1% fﬁl‘ n>k.
k. A
Beweis. Die Funktion
_ 1 R O =k — 3
s = s e i M, e s s i)
kann wegen
Bt Qe—k—3 | 4+ DOAHD
X2+ A+ k+ 3P x4+ A+ k4 3P

Ak £+ DA+ 3)
x4+ (21 + 2p

<1—

wie folgt abgeschétzt werden:

1 n 4k + DA+ P
Hy A(x) < 02 T (k + 1P Kl_[ ( T e + 4% + 1; ) (13)

=k+1

Aus (13) folgt dann mit der Hilfsfunktion

L 1 Ak 4 1) Sg.a
W) = g P (S a1

die Ungleichung
Hy (%) < hi(x). (14)

Wir zeigen nun im folgenden, dal

=2
Hoid) < =2 fir n>k (15)

Te+1
Slc,/l

640[7/3-5
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gilt mit
& = (———ig‘: 11)): )™ (16)
Falls
P a7
ist, folgt aus (13)
HeA®) < gy (1)
und aus (16) und (17)
Aus (18) und (19) ergibt sich (15). Im Falle
Sen > i(%jrill)%f 20)

bestimmen wir eine obere Schranke fiir /,(x). Es ist

hi(x) _ . k+1 4k + 1) Si,a
h() S () ey Ty 1)2)2)'

Mit (20) folgt

BO) 1 4k +1) S,
wo "2t 16(7\+1)4)>°'

Deshalb hat h; bei x = 0 ein lokales Minimum; folglich gilt fiir die

Maximumstelle x,
1 . 4S5y @1
it G+ G4+

Bezeichnet k;, die Funktion

4Sua | 4Kk + 1) Se.a
wraaior) O wrar )

hi(x) 1= (

so gilt wegen (21)

max h(x) = hu(xo) = he(x) < _max hi(x).

—0 < x <@
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Wir schitzen nun k,, nach oben ab. Es ist

i) _ (2t et DSy, )
hi(x) x2 4 4A + 1) (x2 + 42 + 122/

An der Stelle x = 0 hat h, wegen

BO _,(_ 26+ 4K+ S
E:(O) B 2( 401 4 1)2 * 164 + 1)* ) >0 (22)

ein lokales Minimum. (22) folgt aus
Se.a > 4A + 1)
und letzteres wegen A > k aus (20). Fiir die Maximumstelle %, gilt also
X5+ 4A + 1)2 = 2S;.4.
Folglich ist
1 R+
)

LAY

i alx) < Fo(%o) = ( @3)

Da sich aus (16) wegen A > k
Cp = 2811 24
ergibt, erhalten wir aus (23) und (24) die Abschitzung (15).

Bemerkung 1. Ist das Dichtheitskriterium von Satz 1 erfiillt, so gilt
Sy.a—> ®© (n— o0).
Bemerkung 2. Gilt —} <A <A <A@ =0, 1,...,n),soist
Ska = (n— kYA + $);
wir erhalten dann die Abschitzung

S(IF?:9 UA) <

Cre
@ —Po@ + DFE

Fir diesen Spezialfall zeigen wir in Hilfssatz 12, daB die Abschitzung des
Approximationsgrades nahezu scharf ist.
Aus [3], Satz 7 und Hilfssatz 10 folgt mit # = 1/S%%
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SATZ 11. Sei A, <A (v =0,1,.,n). Dann gibt es eine Konstante
¢ = cx(A) > 0, so dap fiir alle f€ LY0, 1) und n > k die Abschiitzung

c 1
3(f, Uy < T’;ﬁ_ W, (f””, TS';@:)

gilt.

AbschlieBend beweisen wir eine untere Abschitzung des Approximations-
grades.

HILFSSATZ 12. Sei A, < A (v = 0, 1,..., n). Dann gibt es eine Konstante
e = &) > 0 mit

Cr

(oglr + DI, (" + 1 — 07"

8(F, U 2>

Beweis. Fiir

_ 1 b x4 (A —k— PP
Hy 4(x) = PR (k+ kT DD KJ;L ( X2+ QA+ k4 %)2)

gilt die Abschdtzung

1 { x2 )n—k

Hd) 2 i Tk oppm @+ A4 k127

Mit Hilfssatz 7 folgt dann fiir

IECRS ST LR S
G(z) = z + X+ 1)k+i+e ( ) T log(n + 1) )
wegen
. N2 1
|G S e a Ty

die Abschitzung

@ . B(% » & — %)

f_w | G@Ex)|® dx < W <BG},x— 19

und wegen

xz(‘n—k)

o+ K+ &+ 2y

| Gk + 1 4 ix)|> Hy, a(x) =
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die Abschitzung

P ) Bn — k  k
f_w | Gk + 1 + ix)|? Hy 4(x) dx = n O+ —,i-_-l%_ 2)2(—;5+j- J

Also gilt nach Satz 4

2 2 0‘_% B(n_k+%sk+o‘+%)
ARy e Y PR S

Beachten wir, daB

Bn—k+3,k+at+d)  [liae+c—13 ﬁ(v+%)
(@—HBGE,ac—13) kolm—k+e+d g\v+ta

1 k! 1
Z 2% T, + 1 —x) (& Do

und
o <2

ist, so ergibt sich aus (25)
k! 1
4e(X + k + 2% Jogtn + DIF. n + 1 — x)

Kx=0

S(FL, Un) >

ANERKENNUNG

Die vorliegende Arbeit ist Teil einer Untersuchung, die von A. Schénhage angeregt
wurde. Fiir sein Interesse an ihrem Fortgang sowie seine zahlreichen fordernden Hinweise
sei ihm herzlich gedankt.

LITERATUR

1. B. DmMsDALE, Approximation of continuous functions by means of lacunary poly-
nomials, Bull. Amer. Math. Soc. 48 (1942), 608-617.

2. W. Forst, Ein funktionentheoretischer Beweis des Satzes von Miintz, Manuscripta
Mathematica 3 (1970), 357-374.

3. W. Forsr, Uber einen allgemeinen Satz vom Jackson-Typ, J. Approximation Theory
7 (1973), in press.

4. T. GANELIUS, AND S. WESTLUND, The degree of approximation in Miintz’s theorem,
Proc. Intern. Conference Math. Analysis in Jyviskyld, Finland, August 16-21, 1970.

5. M. v. GoLrrscHekK, Jackson-Sétze fiir Polynome X;_, a,x**, erschienen in: Abstract
spaces and approximation, Intern. Ser. Num. Math. 10 (1969), 309-320.



280 FORST

6. M. v. GoLITsCHEK, Die Sidtze von Jackson fiir Polynome Z,;o a,x™x, Dissertation,
Wiirzburg, 1969.

7. M. v. GoLiTscHEK, Generalization of the Jackson approximation theorems in the
sense of Ch. Miintz, Bull. Amer. Math. Soc. 75 (1969), 524-528.

8. M. v. GorITscHEK, Erweiterung der Approximationssitze von Jackson im Sinne von
Ch. Miintz 11, J. Approximation Theory 3 (1970), 72-86.

9. W. GROBNER AND N. HOFREITER, “Integraltafel II,” p. 181, Wien, 1966.

10. D. J. NEwMAN, A Miintz-Jackson theorem, Amer. Math. J. 87 (1965), 940-944.

11. R. PALEY AND N, WIENER, ‘“Fourier Transforms in the Complex Domain,” pp. 1-13,
Amer. Math. Soc., New York, 1934.



