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In [3] werden allgemeine Bedingungen dafUr angegeben, daB fUr ein
Funktionensystem aus U(a, b) (1 ~ p < (0) bzw. qa, b] ein Satz vom
Jackson-Typ existiert. Dabei besteht das Hauptproblem bei der Herleitung
solcher Satze in der Berechnung des Approximationsgrades gewisser
Funktionsklassen.

Speziell fur die in [2] betrachteten Funktionensysteme sollen nun explizite
quantitative Approximierbarkeitsaussagen gemacht werden. Untersuchungen
dieser Art haben Dimsdale [1], v. Golitschek [5,6, 7, 8] sowie Ganelius und
Westlund [4] fUr den Raum qo, 1] angestellt. Letztere knupfen an eine
interessante Arbeit von Newman [10] an, in der ein Satz vom Muntz-Jackson­
Typ fUr V(O, 1) bewiesen wird. Ganelius und Westlund [4] machen jedoch
keine Aussagen daruber, ob die von ihnen hergeleiteten Abschatzungen
bestmoglich sind.

In dieser Arbeit fUhren wir die Newmanschen Dberlegungen fUr den Raum
V(O, 1) fort. Es ist uns dabei nicht gelungen, derartige Approximierbarkeits­
aussagen in voller Allgemeinheit herzuleiten. Aus diesem Grunde beschranken
wir uns auf Spezialfalle: Ais erstes verwenden wir Exponentenfolgen {-'v}~

mit 1 ~ 1\ - -'v-I ~ 2 (v = 1,2,3,...) und erhalten so insbesondere einen
Jackson-Satz fUr V(O, 1). Ferner betrachten wir Exponentenfolgen, an die
wir ahnliche Bedingungen wie Newman [10] stellen; schlieBlich beweisen wir
noch fUr beschrankte Exponentenfolgen einen Satz vom Muntz-Jackson-Typ.

1. DIE SATZE VON MUNTZ

Sei {Ak}~ eine Folge von reellen Zahlen; hierbei ist zugelassen, daB eine
Zahl unendlich oft in der Folge vorkommt. Gehoren zu dem endlichen
Abschnitt Ao , \ ,... , An genau m verschiedene Zahlen Tl ,oo., T m mit den
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Vielfachheiten VI,... , Vm , SO verstehen wir unter Un die Menge aller
Funktionen der Form

m Vk-1

L L ckl(log t)1 t Tk

k=I 1=0

und unter U die Vereinigung aller Un .
Mittels der Transformation x = log(lft), kann man aus [2], Satz 3.1 bzw.

[2], Satz 3.2 die folgenden Satze ableiten.

SATZ 1. Sei X der komplexe Raum U(O, 1) (l ~ p < 00) oder C'[O, 1]
und {Ak };;' eine Folge von reel/en Zahlen mit Ak + (lfp) > °bzw. Ak > °
(k = 0, 1,2,...). Dann ist U genau dann dicht in X, wenn

= 00

bzw.

ist.

SATZ 2. Sei X der komplexe Raum U(a, b) (1 ~ p < 00) oder C[a, b]
(0 < a < b) und {Ak };;' eine Folge von reel/en Zahlen. Dann ist U genau dann
dicht in X, wenn

gilt oder unendlich oft Ak = °ist.

Fur den Fall p = 2 und spezielle Typen von Exponentenfolgen {Ak}~ wird
im folgenden die qualitative Approximierbarkeitsaussage von Satz 1 zu einer
quantitativen verscharft.

2. BERECHNUNG DES ApPROXIMATIONSGRADES

Wir verwenden im folgenden die Bezeichnungen aus [3]. J bezeichne
diejenige lineare Abbildung von P(O, 1) in L~(O, 1), welche g E P(O, 1) die
durch

(Jg)(x) := r g(t) dt
o

fUr x E [0, 1]
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definierte Funktion Jg zuordnet. Fur I ~ 0 gilt dann

f'" (x - t)!
(J!+lg)(x) = 0 l! get) dt.
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(1)

1st U ein abgeschlossener Unterraum von V(O, 1) mit ho ,... , hk E U
(hix) = x"), so ist fUr g E U.l und 0 :(; I :(; k wegen (1)

(J!+lg)(O) = (J!+lg)(l) = O.

Da fUr den Approximationsgrad von IF~ bezuglich U

2 ( HI(t) get) dt )
o(lFk , U) = sup sup II II

felF~ geU.L\{o} g 2

und fUr I E IF~ , g E U.l wegen (2)

(2)

(3)

(I(t)g(t)dt = (_I)k+1 (j<k+l)(t)(Jk+lg)(t)dt (4)
o 0

gilt, ergibt sich aus (3) und (4)

HILFSSATZ 3.

Fur die weiteren Uberlegungen machen wir nun die generelle Voraus­
setzung, daB A = {.\o, A1 , •.. , An} (k :(; n) eine endliche Foige von reellen
Zahlen ist mit A" = K (K = 0, 1,..., k) und A" > --:i (K = k + 1,..., n).

Gehoren zu A genau m verschiedene Zahlen 7"1"'" 7"m mit den Vielfach­
heiten V1 , ... , Vm , so bezeichnet UA die Menge der Funktionen

m Vi-1

L L cii(lOg X)i x T
'.

i~1 j~O

In diesem Spezialfall kann man uber den Approximationsgrad mehr aussagen.

SATZ 4. Es ist

f~oo I G(k + 1 + ix)1 2 Hk,A(X) dx (5)
o(IF~, UA)2 = sup

Gell'\{o} f~oo I G(ix)1 2 dx
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wobei iP' die Paley-Wiener-Klasse der rechten Halbebene bedeutet und

H (x) = Il:~k+1 (x
2 + (AK - k - W)

k.A Il:~o (x2 + (\ + k + W)

ist.

Bemerkung. Fur k = 0 findet man dieses Resultat bei Newman [10].

Beweis. Fur g E uj ist nach [II], Satz V die durch

F(z) = r tz-l/2g(t) dt
o

fUr z E C, Re z > 0

definierte Funktion F aus iP' mit (evtl. mehrfachen) Nullstellen in AK + t
(K = 0, I, ... , n), und es gilt nach dem Parsevalschen Satz

1 00

27T Loo j F(ix)1 2 dx = II g II~ .

Vnter Beachtung von (2) liefert partielle Integration

k 1

F(z) = (_I)k+l n (z - K - t) J tZ-k-3/2(Jk+1g)(t) dt.
K~O 0

(6)

Daraus ergibt sich mit nochmaliger Anwendung des Parsevalschen Satzes auf

(_1)k+1 F(z+k+l)
Il~~o (z - K + k + !)

die Beziehung

_1_ foo IF(k + 1 + ix)1
2

d = II Jk+l 11 2 (7)
27T -00 Il~=o (x2 + (K - k - W) x g 2'

Die mittels des Blaschke-Produktes

n(z_,\_
B(z) = K~O Z + ,\: +

definierte Funktion

G( ) = F(z)
z B(z)

gehort zu iP'. Wegen

j B(iX)j2 = 1

)



folgt aus (6)

und wegen

aus (7)
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1 foo27T -00 I G(ix)1 2 dx = II g II~
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(8)

2~ t: I G(k + 1 + ix)1 2 Hk.A(X) dx = II Jk+lg II~ . (9)

Mit (8), (9), und Hilfssatz 3 ergibt sich dann (5).
Fur Funktionen G E [P> ist

fOO I G(k + 1 + ix)1 2 dx ~ foo I G(ix)1 2 dx;
-00 -00

deshalb folgt aus Satz 4

KOROLLAR 5.

Bemerkung. Mittels Korollar 5 kann der Approximationsgrad nach oben
abgeschatzt werden; AbscMtzungen nach unten sind nach Satz 4 mittels dem
Spezialfall angepa13ter G E [P> moglich.

3. VERALLGEMEINERUNG DER NEWMANSCHEN ApPROXIMIERBARKEITSAUSSAGEN

Wir bestimmen eine obere Schranke fUr

Bezeichnet Ik,A die Menge
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so erhalten wir wegen

FORST

und

x2 + (A" - k - W ~ (A,,-k-1 + k + !)2 '
sup 2 (\ k Jl)2 ""
weill X + ",,-k-1 + + ~ 1,

falls K E Ik,A

sonst

die AbscMtzung

1 ( A - k - 1. )2
~~~ Hk,A(X) :;:;; n:~n-k (\ + k +W "e~A A,,_:_l + k -+! .

Aus Korollar 5 ergibt sich somit Folgerung 6.

FOLGERUNG 6. Es ist

mit

Wir untersuchen nun zwei Spezialfalle.

Fall 1. Es geltel:;:;; A" - A"-l :;:;; 2 (K = k + 1,... , n). Dann entMlt Ik,A
nur solche K ~ k + 1, fUr die

ist. Wegen A" ~ K fUr K ~ 0 ergibt sich somit nach Folgerung 6

_ _ 1 . ~ 1
"7k,A - n:=n-k (A" + k + !) "" n~~o (n + K + 1)

Wir scMtzen nun S(IFL UA ) nach unten abo Dazu benotigen wir folgende
Formel aus [9].

HILFSSATZ 7.

f oo X,,-l dx = B[(Kla), A - (Kia)]
o (ex" + d)~ ae"I"d~-"I"

(a > 0, A > (Kia) > 0, ed > 0).
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Fur n ~ 2k + 1 gilt

n;~t~l (x2 + (AK - k - W)
n:=n-2k-l (x2 + (AK + k + !)2)

Wegen

und
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kann H k •A wie folgt durch

X2k+2
Hk.A(X) ~ (x2 + (2n + 2)2)2k+2

nach unten abgeschiitzt werden. Fur die Funktion

1
G(z) = z + n + 1

aus IP gilt

t: I G(ix)1 2 dx = n ~ 1 .

Aus

I G(k + 1 + ix)1
2

= x2 + (n ~ k + 2)2 ~ x2 + (in + 2)2

folgt die Abschiitzung

X2k+2
I G(k + 1 + ix)1

2
Hk.A(X) ~ (x2 + (2n + 2)2)2k+3·

und hieraus mit Hilfssatz 7

(10)
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Mit Satz 4 ergibt sich aus (10) und (11) die Ungleichung

o(1F2 )2 B(k + t , k + t) 1
b VA ~ 21T (2n + 2)2k+2 .

Folglich gibt es eine Konstante Ck > 0, so daB fUr n ~ k

ist.

Wir fassen die vorangehenden Ergebnisse noch einmal zusammen und
erhalten aus [3], Satz 7 mit

folgendes Resultat.

SATZ 8. Sei 1 ::::;; AK - AK - 1 ::::;; 2 (K = k + 1,... , n). Dann gibt es eine
Konstante Ck > 0, so daft

(n ;k1)k+1 ::::;; o(IF~, VA) ::::;; TI~=o (n ~ 1 + K)

ist. Ferner gilt fiir alle f E L~(O, 1) die Abschiitzung

o(j, VA) ::::;; TI~=l (~ + K) W2 (t(kl, n + i + 1 ).

Bemerkung. Satz 8 enthalt insbesondere eine zum klassischen Jackson­
Satz analoge Aussage fUr V(O, 1).

Fall 2. Es gelte AK - AK - 1 ~ 2 (K = k + 1,... , n). Fur K ~ 2k + 1 ist
dann AK - AK - k- 1 ~ 2k + 2; folglich enthalt Ik,A die Zahlen 2k + 1,... , n.
Aus Folgerung 6 ergibt sich dann wegen

_ 1

"Ik,A = TIn (A + k + .3.)
K=n-k K 2
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die beiderseitige Abschatzung
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falls k ?' 1 ist, gilt femer

Bemerkung 1. Falls das Dichtheitskriterium aus Satz 1 erfUllt ist,
konvergieren

- - b ifk.A
'Y]k,A , 'Y]k-l,A ZW. ----

'Y]k-l,A

fUr n ->- 00 gegen O.

Bemerkung 2. Nehmen wir an, daB fUr die Exponenten AK+l - AK = d > 0
fUr K ?' k gilt, so ergibt sich mit Satz 8 im FaIle 1 ~ d ~ 2

und mit (12) im Falle d ?' 2

o(~ U) ~ nn ( d(K - k) -! ) = (f)(n-2(k+ll/d)
k, A --.0:: d(K-k)+2k+.3. .

K=2k+l 2

Bemerkenswert ist daran, daB die GroBenordnung des Approximationsgrades
davon unbeeinfluBt b1eibt, ob man fUr K ?' k jede naturliche Zahl oder nur
jede zweite natiirliche Zah1 a1s Exponenten verwendet. Nimmt man jedoch
nur jede dritte natiirliche Zahl, so hat das Funktionensystem schlechtere
Approximationseigenschaften.

Wir zeigen nun, daB auch im Falle 2 die Abschatzung des Approximations­
grades groBenordnungsmiiBig bestmoglich ist. Fur

I n (X2+ (AK - k _ !)2 )
Hk,A(X) = TI~=o (x2 + (K + k + W) K=Q.l x 2 + (AK + k + W

gilt wegen
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Mit

folgt

FORST

1
G(z) = z + k + 1

L: I G(iX)j2 dx = k ~ 1 ;

aufgrund der Ungleichung

ergibt sich femer mit Hilfssatz 7

fOO I G(k + 1 + . )12H () d >- B(L k + !) nn (AK- k - l )2
-00 IX k,A X X ~ (2k + 2)2k+3 K~k+1 AK+ k +! .

Foiglich gilt

2 1 IB(L k +!) n I AK - k - l I
8(lFk , UA) ~ (2k + 2)k+1 .y 21T KIt AK+ k +! '

d.h. die im Faile 2 gewonnenen Abschiitzungen sind scharf.
Zusammenfassend ergibt sich aus [3], Satz 7 mit

der folgende.

h = iiO,A bzw. h = iik.A
iik-I.A

SATZ 9. Es sei AK - AK - 1 ~ 2 (K = k + 1,... , n). Dann gibt es eine
Konstante Ck > 0 mit

Ferner gilt fur aile f E L~(O, 1) im Faile k = 0

8(f, UA) <; 2W2(f, iiO,A)

bzw. im Falle k ~ 1

Bemerkung. Fur k = 0 beinhaltet Satz 9 den Muntz-Jackson-Satz
von Newman [10].
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4. EIN MUNTZ-]ACKSON-SATZ FUR BESCHRANKTE EXPONENTENFOLGEN

Fur beschtlinkte Exponentenfolgen kann man den Approximationsgrad
wie folgt nach oben abschatzen.

HILFSSATZ 10. Es sei -'v ~ ,\ (v = 0, 1,... , n). Bezeichnet Sk.A die Partial­
summe

n

L (AK + t),
K~k+l

dann gibt es eine Konstante Ck = Ck(,\) > 0 mit

fur n > k.

Beweis. Die Funktion

kann wegen

X 2 + (AK - k - W 4(k + 1)(AK + t)
x2 + (AK + k + !)2 = 1 - x2 + (AK + k + W

S 1 _ 4(k + 1)(AK + t)
~ x2 + (2'\ + 2)2

wie folgt abgeschatzt werden:

1 nn (1 4(k + 1)(AK + t))
Hk,A(X) ~ (x2 + (k + l)2)k+l K=k+l - x2 + 4(,\ + 1)2 '

Aus (13) folgt dann mit der Hilfsfunktion

1 (4(k + 1) Sk,A )
hk(x) := (x2 + (k + 1)2)k+l exp - x2 + 4(,\ + 1)2

die Ungleichung

(13)

(14)

Wir zeigen nun im folgenden, daB
-2

(
Ck

Hk,A x) ~ Sk+1
k,A

fUr n>k (15)
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gilt mit

Falls

ist, folgt aus (13)

und aus (16) und (17)

FORST

_ ._ ( 2(.\ + 1)2 )k+1
ck .- (k + 1)2 .

1
Hk.A(X) ~ (k + 1)2(k+1)

c~ 1
Sk+1 ~ (k + 1)2(k+1) .

k.A

(16)

(17)

(18)

(19)

Aus (18) und (19) ergibt sich (15). 1m FaIle

4(.\ + 1)4
Sk.A > (k + 1)2

bestimmen wir eine obere Schranke fUr hk(x). Es ist

h~(x) 2 ( k + 1 4(k + 1) Sk.A )
hix) = x - x2 + (k + 1)2. + (x2. + 4(.\ + 1)2.)2. .

Mit (20) folgt

h~(O) = 2 (__1_ + 4(k + 1) Sk.A) O.
hk(O) k + 1 16(.\ + 1)4 >

(20)

Deshalb hat hk bei x = 0 ein lokales Minimum; folglich gilt fUr die
Maximumstelle Xo

x~ + (k + 1)2

Bezeichnet hk die Funktion

- ( 4S A )k+1 ( 4(k + 1) Sk.A )
hk(x):= (x2. + 4(,t+ 1)2)2 exp - x2 + 4(.\ + 1)2 '

so gilt wegen (21)

max hk(x) = hk(xo) = hk(xo) ~ max hk(x).
-ct:l<X<oo -00 <x<oo

(21)
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Wir schatzen nun nk nach oben abo Es ist

Ji~(x) 2 ( 2(k + 1) 4(k + 1) Sk,A )
nk(x) = x - x2 + 4(.\ + 1)2 + (x2 + 4(.\ + 1)2)2 .

An der Stelle x = 0 hat 11k wegen

Jik(O) = 2 (_ 2(k + 1) + 4(k + 1) Sk,A) 0
JiiO) 4(.\ + 1)2 16(.\ + 1)4 >

ein 10kales Minimum. (22) folgt aus

und letzteres wegen.\ ~ k aus (20). Fur die Maximumstelle Xo gilt also

Folglich ist

_ (1 )k+l
Hk,A(X) ~ Jiixo) = e2Sk,A .

Da sich aus (16) wegen .\ ~ k

ergibt, erhalten wir aus (23) und (24) die Abschatzung (15).

Bemerkung 1. 1st das Dichtheitskriterium von Satz 1 erfiillt, so gilt
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(22)

(23)

(24)

(n ---+ (0).

Bemerkung 2. Gilt -! < ~ ~ '\ ~ .\ (v = 0, 1,... , n), so ist

Sk,A ~ (n - k)(~ + i);

wir erhalten dann die Abschatzung

8(1F~, UA ) ~ «n _ k)(~c~ !»(k+1l/2 .

Fur diesen Spezialfall zeigen wir in Hilfssatz 12, daB die Abschatzung des
Approximationsgrades nahezu scharf ist.

Aus [3], Satz 7 und Hilfssatz 10 folgt mit h = I/S~~~
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SATZ 11. Sei .-\ ~ X (v = 0, 1,..., n). Dann gibt es eine Konstante
Ck = Ck(X) > 0, so daftfiir allefE L~(O, 1) und n > k die Abschiitzung

gilt.

AbschlieBend beweisen wir eine untere Abschatzung des Approximations­
grades.

HILFSSATZ 12. Sei ,'" ~ X(v = 0, 1'00" n). Dann gibt es eine Konstante
Gk = Gk(X) > °mit

Beweis. Fur

gilt die Abschatzung

Mit Hilfssatz 7 folgt dann fUr

(z + k + 1)k+l
G(z) = -"(z'-+-":'X::-+---'--I-:-):-k+-=-l+-a<

wegen

( a _ ! + 1 )
- 2 log(n + 1)

die Abschatzung

foo I G(ix)1 2 dx 0<: B(t, a - !) ,,:::: B(t a - t)
-00 '"'" (X + 1)2a<-1 '"'" ,

und wegen
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die Abschatzung

foo • 2 :>-: B(n - k + !, k + ex + t)
-00 I G(k + 1 + IX) [ Hk.A(X) dx ?' (X + k + 2)2(k+"l+1

Also gilt nach Satz 4

o 2 2 :>-: ex - t B(n - k + t , k + ex + t)
(lFk , UA) ?' (X + k + 2)2(k+"l+1 (ex - !) B(t, ex - t)

Beachten wir, daB
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(25)

B(n - k + t, k + ex + t) = TI~=1 (ex + K - t) fI (v + t )
(ex - t) B(t, ex - t) TI~~o (n - k + K + t) v=o v + ex

:>-: _1_ k! I
~ 2ex TI~=o (n + 1 - K) (n + 1),,-1/2

und

ex~2

ist, so ergibt sich aus (25)

o(IF~, UA)2 ?' 4e(X + k~ 2)2(k+2l+1 log(n + 1) TI~~o (n + 1 - K)

ANERKENNUNG

Die vorliegende Arbeit ist Teil einer Untersuchung, die von A. SchOnhage angeregt
wurde. FUr sein Interesse an ihrem Fortgang sowie seine zahlreichen fordernden Hinweise
sei ibm herzlich gedankt.
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